第二章 4 单摆
问题？
生活中经常可以看到悬挂起来的物体在竖直平面内往复运动。将一小球用细绳悬挂起来，把小球拉离最低点释放后，小球就会来回摆动。小球的摆动是否为简谐运动呢？
[image: ]

如果细线的长度不可改变，细线的质量与小球相比可以忽略，球的直径与线的长度相比也可以忽略，这样的装置就叫作单摆（simple pendulum）。单摆是实际摆的理想化模型。显然，单摆摆动时摆球在做振动，下面我们来研究单摆的运动情况。
研究单摆时还有一个条件：与小球受到的重力及绳的拉力相比，空气等对它的阻力可以忽略。
为了更好地满足这个条件，实验时我们总要尽量选择质量大、体积小的球和尽量细的线。
思考与讨论
用什么方法探究单摆的振动是否为简谐运动？

可以用两种不同方法来研究上述问题：一种方法是分析单摆的回复力，看其与位移是否成正比并且方向相反；另一种方法是分析单摆位移与时间的关系是否满足正弦关系。
下面我们采用第一种方法来分析。
单摆的回复力
如图 2.4–1，单摆摆长为 l、摆球质量为 m。将摆球拉离平衡位置 O 后释放，摆球沿圆弧做往复运动。当摆球沿圆弧运动到某一位置 P 时，摆线与竖直方向的夹角为 θ。此时摆球受到重力 G 和摆线拉力 FT 的作用。重力 G 沿圆弧切线方向的分力 F = mgsin θ，正是这个力充当回复力，迫使摆球回到平衡位置 O。
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图2.4–1 分析单摆的回复力

回复力 F 与小球从 O 点到 P 点的位移 x 并不成正比也不反向。但是，当摆角 θ 很小时，摆球运动的圆弧可以看成直线，可认为 F 指向平衡位置 O，与位移 x 反向。圆弧的长度可认为与摆球的位移 x 大小相等，即
sin θ ≈ θ =  ≈ 
如果角 θ 很小，用弧度表示的 θ 与它的正弦 sin θ 近似相等。
因此，单摆振动的回复力 F 可表示为
F =－ x
式中负号表示回复力与位移的方向相反。对一个确定的单摆来说，摆球质量m和摆长l是一定的，可以用一个常量k表示，于是上式可以写成
F =－ kx
可见，单摆在摆角很小的情况下做简谐运动。
做一做
如图 2.4–2，细线下悬挂一个除去了柱塞的注射器，注射器内装上墨汁。当注射器摆动时，沿着垂直于摆动的方向匀速拖动木板，观察喷在木板上的墨汁图样。
图2.4– 观察墨汁图样
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单摆的周期
一条短绳系一个小球，它的振动周期较短。悬绳较长的秋千（图2.4–3），周期较长。单摆的周期与哪些因素有关？
图2.4–3 悬绳长度不同的秋千


下面我们通过实验来研究这个问题。
实验
探究单摆周期与摆长之间的关系
如图 2.4–4，在铁架台的横梁上固定两个单摆，按照以下几种情况，把它们拉起一定角度后同时释放，观察两摆的振动周期。
图2.4–4 研究单摆的振动周期

1．两摆的摆球质量、摆长相同，振幅不同（都在小偏角下）。
2．两摆的摆长、振幅相同，摆球质量不同。
3．两摆的振幅、摆球质量相同，摆长不同。
比较三种情况下两摆的周期，可以得出什么结论？

实验表明：单摆做简谐运动的周期与摆长有关，摆长越长，周期越大；单摆的周期与摆球质量和振幅无关。
单摆周期与摆长之间有什么定量的关系呢？
做一做
改变摆长l，测出对应的单摆周期T（在小偏角下）。根据你的实验数据，尝试在坐标纸上画出T–l图像或T–l2 图像。它们分别是什么曲线？你能根据图像判断单摆周期与摆长的关系吗？

为了找出单摆周期与摆长之间定量的关系，荷兰物理学家惠更斯进行了详尽的研究，发现单摆做简谐运动的周期 T 与摆长 l 的二次方根成正比，与重力加速度 g 的二次方根成反比，而与振幅、摆球质量无关。惠更斯确定了计算单摆周期的公式
T = 2π
惠更斯（Christiaan Huygens，1629—1695）

单摆周期公式的发现，为人类利用简谐运动定量计时提供了可能，并以此为基础发明了真正可持续运转的时钟。
科学漫步
从日晷到原子钟
在人类文明进步和科学技术发展的历史长河中，人类活动与时间测量的精度是密不可分的。很久很久以前，我们的祖先记录时间是利用天体的周期性运动。例如利用太阳和月亮相对自己的位置等来模糊地定义时间。
后来，人们从观察自然现象到逐渐发明了日晷、水钟、沙漏等人造计时装置，这标志着人造时钟开始出现（图 2.4–5）。
图2.4–5 日晷

当钟摆等可长时间周期性运动的振荡器出现后，人们把能产生确定的振荡频率的装置，作为时间频率标准，并以此为基础发明了真正可持续运转的时钟。
从 20 世纪 30 年代开始，随着晶体振荡器的发明，小型化、低能耗的石英晶体钟表代替了机械钟，广泛应用在电子计时器和其他各种计时领域。
20 世纪 40 年代开始，科学家们利用原子超精细结构跃迁能级具有非常稳定的跃迁频率这一特点，发展出比晶体钟更高精度的原子钟。
随着激光冷却原子技术的发展，利用激光冷却的原子制造的冷原子钟（图 2.4–6）使时间测量的精度进一步提高。到目前为止，地面上精度最高的冷原子喷泉钟已经达到每 3 亿年只有 1 s 的误差，更高精度的冷原子光钟也在快速发展中。
图2.4–6 我国制造的空间冷原子钟

近年来，科学家们将激光冷却原子技术与空间微重力环境相结合，有望在空间轨道上获得比地面上的线宽要窄一个数量级的原子钟谱线，从而进一步提高原子钟的精度，这将是原子钟发展史上又一个重大突破。
练习与应用
本节共 4 道习题，第 1 题和第 2 题巩固和强化学生对单摆周期公式的运用和理解。第 3 题和第 4 题考查和培养学生把公式和图像相相互转换的能力。

1．一个理想单摆，已知其周期为 T。如果由于某种原因（如转移到其他星球）自由落体加速度变为原来的 ，振幅变为原来的 ，摆长变为原来的 ，摆球的质量变为原来的 ，它的周期变为多少？
参考解答：T

2．周期是 2 s 的单摆叫秒摆，秒摆的摆长是多少？把一个地球上的秒摆拿到月球上去，已知月球上的自由落体加速度为 1.6 m/s2 ，它在月球上做 50 次全振动要用多少时间？
参考解答：摆长约为 1 m，50 次全振动约 250 s。

3．图 2.4–7 是两个单摆的振动图像。
图2.4–7
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（1）甲、乙两个摆的摆长之比是多少？
（2）以向右的方向作为摆球偏离平衡位置的位移的正方向，从 t = 0 起，乙第一次到达右方最大位移时，甲摆动到了什么位置？向什么方向运动？
参考解答：（1）1∶4；（2）甲处于平衡状态，此时正向左方移动。

4．一条细线下面挂着一个小球，让它自由摆动，画出它的振动图像如图 2.4–8 所示。
（1）请根据图中的数据计算出它的摆长。
（2）请根据图中的数据估算出它摆动的最大偏角。
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图2.4–8

参考解答：（1）1 m；（2）2.3°


第 4 节  单摆  教学建议
1．教学目标
（1）知道单摆是一种理想化模型，理解单摆模型的条件，能将实际问题中的对象和过程转化为单摆模型。
（2）能通过理论推导，判定单摆小角度振动时的运动特点。
（3）在探究单摆的周期与摆长的定量关系时，能分析数据、发现规律、形成合理的结论，能用已有的物理知识解释相关现象。
（4）知道单摆周期与摆长、重力加速度的关系，能运用其解决相关实际问题。
2．教材分析和教学建议
在学习单摆之前，学生学习了简谐运动及其图像，简谐运动的振幅、周期、频率以及回复力和能量等内容，本节是简谐运动的应用实例。通过学习受力和运动情况均较为复杂的单摆，促进学生对简谐运动规律的进一步理解和应用，丰富学生的运动与相互作用观念。教材以“单摆的摆动是否为简谐运动？”作为问题启发学生思考，通过对单摆回复力的分析推导和“做一做”观察墨汁图样的实验，丰富了学生的学习经历和知识形成过程。通过对较为复杂的单摆的相关问题进行分析和推理，促进学生科学思维的发展。探究单摆周期与摆长的关系时，先用控制变量法定性研究，再用图像法处理数据获得定量结果，提升学生科学探究的能力。
本节教学的重点是对单摆运动规律和单摆周期公式的探究。单摆是简谐运动的典型模型之一，也是丰富学生运动与相互作用观的重要知识载体。本节的难点在于对单摆回复力的判定以及对小角度的近似处理，虽然教材在必修模块已渗透极限思维，但大部分学生对小角度的近似处理缺少经验，还会存在学习障碍。
（1）问题引入
悬挂起来的物体在竖直平面内往复运动是生活中常见的情景，本节提出的问题“小球的摆动是否为简谐运动呢？”激发了学生对该现象进一步研究的动机。
单摆的受力和运动情况比弹簧振子复杂，所以研究单摆时，要注意理想化模型方法的运用是分层次的：首先将实际的摆纳入单摆模型，然后将单摆纳入简谐运动模型。教学中应该首先明确单摆是一种理想化的模型。教师要结合弹簧振子的模型建构过程，让学生对实际摆的主要部件——细线和小球进行理想化处理，通过讨论，领会教材中“细线的质量与小球的质量相比可以忽略，球的直径与线的长度相比也可以忽略”的含义，从而建构出单摆模型。其次，引导学生用动力学（分析单摆的回复力和位移是否成正比且方向相反）和运动学（分析单摆位移和时间的关系是否遵从正弦函数的规律）两种方法进行推理和验证。
（2）单摆的回复力
第一，确定单摆摆动的平衡位置 O；第二，确定摆球重力 G 沿圆弧切线方向的分力 F = mgsinθ 就是迫使它回到平衡位置 O 的回复力；第三，将沿弧运动近似为沿弦运动，引入位移 x；第四，判断单摆的回复力 F 与摆球从 O 点到 P 点的位移 x 是否满足 F = − kx，以及在什么条件下会满足，最终确定单摆在摆角很小的情况下做简谐运动。推导过程要注意让学生理解曾摆做简谐运动的受力条件，并体会物理学中常用的近似方法。
通过理论推理得到结论后，教材安排了“做一做：观察墨汁图样实验”，由于在简谐运动时仔细研究过 x–t 图像，因此，这个实验的功能不是理解 x–t 图像，而是通过做这个实验，让学生观察到单摆振动的 x–t 图像与弹簧振子振动的 x–t 图像相同。从而从运动学方面说明单摆在摆角很小的情况下做简谐运动。

教学片段
单摆的回复力
[image: ]教师提出问题：如图 2–3 所示，摆球静止在 O 点时，它受到几个力？这些力有什么关系？并要求学生判断：摆球如果沿圆弧往复运动，该点是否为其平衡位置？
如果将摆球拉离平衡位置 O，然后放手，摆球沿着圆弧往复运动。当摆球摆到圆弧上任意一点 P 时，引导学生对摆球进行受力分析，问：这时摆球所受的重力 G 和拉力 FT 是否为平衡力？迫使摆球回到平衡位置的回复力是什么力？给学生一定时间讨论和交流，并将他们的观点汇总。
学生甲：回复力是摆球所受的重力和绳对摆球的拉力的合力。
学生乙：回复力是摆球所受的重力沿圆弧切线方向的分力。
经过充分讨论后，教师总结：单摆振动的回复力是什么？关键是分清它与弹簧振子振动的区别。弹簧振子是在一条直线上做往复运动，它振动的加速度是由合力产生的。而单摆在一个圆弧上来回运动，摆球做圆周运动时需要向心力来改变摆球的运动方向，这个向心力就是重力 G 沿悬线方向的分力 F1 跟悬线的拉力 FT 的合力，它的方向指向圆心，它不改变摆球在弧线上运动的快慢，只改变摆球的运动方向。而重力的另一个分力 F，即重力沿圆弧切线方向的分力，改变摆球在弧线上运动的快慢，使摆球沿弧线在平衡住置两侧做往复运动。因此，在研究单摆振动的回复力时不需要考虑向心力，只考虑重力沿圆弧切线方向的分力 F 就可以了。故单摆振动的回复力 F = mgsinθ。
引导学生分析发现：回复力 F = mgsinθ 与摆球从 O 点到 P 点的位移并没有成正比也不反向。教师再次提问：是不是在某种特定的条件下，回复力 F 会满足 F = − kx？引导学生认识到当摆角 θ 很小时，摆球运动的圆弧可以看成直线，可认为 F 指向平衡位置 O，与位移 x 反向。同时展现小角度时，用弧度表示的 θ 与它的正弦值，如表 2–1 所示。
表 2–1  小角度时 θ 与 sinθ 的比较
	摆角 θ
	弧度值
	正弦值
	差值

	1°
	0.017 45
	0.017 45
	0.000 00

	2°
	0.034 91
	0.034 90
	0.000 01

	3°
	0.052 36
	0.052 34
	0.000 02

	4°
	0.069 81
	0.069 76
	0.000 05

	5°
	0.087 27
	0.087 16
	0.000 11

	6°
	0.104 72
	0.104 53
	0.000 19

	7°
	0.122 17
	0. 121 87
	0.000 30

	8°
	0.139 63
	0.139 17
	0.000 46


在摆角很小的情况下，sinθ 的值可近似看作等于用弧度表示的 θ 值，而 θ 值可以通过弧长与半径之比求得，这时圆弧又可以近似地看成直线，则有
[bookmark: _Hlk209469689]sinθ ≈ θ ≈ ≈ 
可见，单摆振动的回复力 F 可表示为
F = − x
式中 x 就是摆球偏离平衡位置的位移，负号表示回复力与位移方向相反，mg 和 l 都是恒定的，可以用一个常量 k 表示，于是上式可以写成
F = − kx
因此，单摆在摆角很小情况下做简谐运动。
（3）单摆的周期
为了研究单摆的周期与各种因素是否有关以及有怎样的关系，可以采用控制变量法，按照定性和定量相结合的方案进行研究。单摆周期公式可通过实验观察、设疑、释疑的方式引入，以培养学生研究问题的能力，并加深对公式物理意义的理解。首先提出单摆的周期可能与哪些因素有关，让学生自主猜想，再让学生考虑如何去获取证据验证这些猜想，并设计出验证的实验方案，从中体会研究的过程和方法。在设计方案时建议同步设计实验数据采集表格，把相关物理量有序呈现出来，便于学生对比总结。实验记录表格设计也是学生处理数据能力的体现，在设计表格过程中可以把实验的思路变得更清晰。
上述实验只能得出“摆长越长周期也越长”的定性结论，在“探究单摆周期与摆长之间的关系”的实验中，建议先让学生对单摆周期 T 与摆长 l 之间的可能关系进行猜测，根据猜测来定义坐标系的横、纵坐标，使得在这样的尘标系中作出的图像是一条直线。如果作出的图像确实是一条直线，说明猜测成立，便能形成结论；如果作出的图像不是一条直线，说明猜测不成立，应该根据图像的形状重新进行猜测，重新定义坐标，直到作出直线为止。由于单摆周期跟摆长的二次方根成正比，这为学生经历这种数据处理过程提供了条件，也让学生体会了图像在定量处理实验数据中的作用。
本部分教学内容侧重实验方案设计、数据分析及结论形成。在对单摆周期的定性研究中，不涉及周期的定量测量，只要通过观察来比较周期大小即可；在定量研究中，建议教师课前完成实验数据的采集，在课堂上直接给出实验数据，直接让学生处理数据，通过数据分析得出实验结论。单摆的安装、单摆周期测量及摆长测量等具体操作细节，建议安排在下节“实验：用单摆测量重力加速度”中进行专门的学习讨论。

教学片段
探究单摆周期与摆长之间的关系
单摆振动的快慢可以用周期来描述，让学生观察其摆动，思考并讨论以下问题。
问题 1．你推测单摆周期可能跟什么因素有关？
问题 2．如果想研究单摆周期 T 跟摆球质量 m、摆长 l、振幅 A 之间的关系，需要用什么方法进行研究？说说你的研究思路。
为帮助学生厘清实验思路，建议学生把控制变量法中涉及的物理量全部在表格中有序地呈现出来（表 2–2）。然后引导学生根据实验思路设计实验方案，并进行实验操作，把实验结果记录在表格中。要求学生整理表格中的实验数据，发现其中的规律，形成实验结论，并用证据进行解释交流。
表 2–2  用控制变量法研究 T 与 m、l、A 之间的关系
	不变量
	变量
	单摆的周期 T

	摆球质量 m、摆长 l
	振幅 A      大
	

	
	振幅 A      小
	

	摆球质量 m、振幅 A
	摆长 l       大
	

	
	摆长 l       小
	

	振幅 A、摆长 l
	摆球质量 m  大
	

	
	摆球质量 m  小
	


教师提供单摆振动周期 T 和摆长 l 的实验数据，引导学生用坐标纸绘制图像（也可用软件拟合图像）的办法去发现它们之间的定量关系，指导学生根据猜测来定义坐标系的横、纵坐标，然后判断描绘出来的图像是否为一条直线。

注意引导学生阅读本节教材后面的“科学漫步”，让学生列举各种计时器，然后在讨论中逐步认识到单摆的出现大大提升了计时的精度，从而体会物理知识在人类文明发展过程中的重要作用。
3．“练习与应用”参考答案与提示
本节共 4 道习题，第 1 题和第 2 题巩固和强化学生对单摆周期公式的运用和理解。第 3 题和第 4 题考查和培养学生把公式和图像相相互转换的能力。

1．T

2．摆长约为 1 m，50 次全振动约 250 s。

3．（1）1∶4；（2）甲处于平衡状态，此时正向左方移动。

4．（1）1 m；（2）2.3°
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