第六章 3 向心加速度
问题？
天宫二号空间实验室在轨飞行时，可认为它绕地球做匀速圆周运动。尽管线速度大小不变，但方向却时刻变化，因此，它运动的加速度一定不为 0。那么，该如何确定它在轨飞行时加速度的方向和大小呢？
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匀速圆周运动的加速度方向
物体做匀速圆周运动时，所受合力提供向心力，合力的方向总是指向圆心，如图6.3–1 所示。根据牛顿第二定律，物体运动的加速度方向与它所受合力的方向相同。因此，物体做匀速圆周运动时的加速度总指向圆心，我们把它叫作向心加速度（centripetal acceleration）。
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图 6.3–1  匀速圆周运动的加速度方向与线速度方向的关系

牛顿第二定律不仅适用于直线运动，对曲线运动同样适用。
我们知道，加速度是速度的变化率。在研究直线运动时，我们曾通过分析速度变化的情况，得出直线运动的加速度大小和方向。其实，在研究匀速圆周运动时，同样可以通过这种办法来确定加速度的方向。用运动学的方法求向心加速度的方向，在本节后的“拓展学习”中会涉及。
匀速圆周运动的加速度大小
上一节我们学习了向心力大小的表达式。根据牛顿第二定律 F = ma 和向心力表达式 Fn = m，可得出向心加速度的大小
an = 
或
an = ω2r
思考与讨论
从公式an = 看，线速度一定时，向心加速度与圆周运动的半径成反比；从公式an = ω2r看，角速度一定时，向心加速度与半径成正比。
自行车的大齿轮、小齿轮、后轮的半径不一样，它们的边缘有三个点A、B、C，如图6.3–2所示。其中哪两点向心加速度的关系适用于“向心加速度与半径成正比”，哪两点适用于“向心加速度与半径成反比”？给出解释。
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图 6.3–2  自行车的大齿轮、小齿轮与后轮

【例题】
[bookmark: _Hlk186660391]如图 6.3–3所示，在长为 l 的细绳下端拴一个质量为 m 的小球，捏住绳子的上端，使小球在水平面内做圆周运动，细绳就沿圆锥面旋转，这样就成了一个圆锥摆。当绳子跟竖直方向的夹角为 θ 时，小球运动的向心加速度 an 的大小为多少？通过计算说明：要增大夹角 θ，应该增大小球运动的角速度 ω。
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图 6.3–3

分析 由于小球在水平面内做圆周运动，向心加速度的方向始终指向圆心。可以根据受力分析，求出向心力的大小，进而求出向心加速度的大小。根据向心加速度公式，分析小球做圆周运动的角速度 ω 与夹角 θ 之间的关系。
解 根据对小球的受力分析，可得小球的向心力
Fn = mgtanθ
根据牛顿第二定律可得小球运动的向心加速度
an = = gtanθ			（1）
根据几何关系可知小球做圆周运动的半径
r = lsinθ			（2）
把向心加速度公式 an = ω2r 和（2）式代入（1）式，可得
cosθ = 
从此式可以看出，当小球运动的角速度增大时，夹角也随之增大。因此，要增大夹角 θ，应该增大小球运动的角速度 ω。
拓展学习
推导向心加速度公式A
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图 6.3–4  推导向心加速度
公式
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下面用运动学的方法求做匀速圆周运动物体的向心加速度的方向与大小。
向心加速度的方向
如图6.3–4甲所示，一物体沿着圆周运动，在A、B两点的速度分别为vA、vB，可以分四步确定物体运动的加速度方向。
第一步，根据曲线运动的速度方向沿着切线方向，画出物体经过A、B两点时的速度方向，分别用vA、vB表示，如图甲所示。
第二步，平移vA至B点，如图乙所示。
第三步，根据矢量运算法则，做出物体由A点到B点的速度变化量Δv，其方向由vA的箭头位置指向vB的箭头位置，如图丙所示。由于物体做匀速圆周运动，vA、vB的大小相等，所以，Δv与vA、vB构成等腰三角形。
第四步，假设由A点到B点的时间极短，在匀速圆周运动的速度大小一定的情况下，A点到B点的距离将非常小，作出此时的Δv，如图丁所示。
仔细观察图丁，可以发现，此时，Δv与vA、vB都几乎垂直，因此Δv的方向几乎沿着圆周的半径，指向圆心。由于加速度a与Δv的方向是一致的，所以从运动学角度分析也可以发现：物体做匀速圆周运动时的加速度指向圆心。
向心加速度的大小
仔细观察图丁，还可以发现，当Δt足够小时，vA、vB的夹角θ就足够小，θ角所对的弦和弧的长度就近似相等。因此，θ = ，在Δt时间内，速度方向变化的角度θ = ωΔt。由此可以求得
Δv = vωΔt
将此式代入加速度定义式a = ，并把v = ωr代入，可以导出向心加速度大小的表达式为
an = ω2r
上式也可以写成
an = 
它与根据牛顿第二定律得到的结果是一致的。
练习与应用
本节共 4 道习题，第 1 题根据向心加速度的不同表达形式，理解向心加速度以及向心加速度公式中各物理量之间的相互关系。第 2 题和第 4 题让学生在熟悉的圆周运动情境中建构模型，进行科学推理。第 3 题研究实际皮带传动模型，练习选择恰当的公式解决简单的问题。

1．甲、乙两物体都在做匀速圆周运动，关于以下四种情况各举一个实际的例子。在这四种情况下，哪个物体的向心加速度比较大？
A．它们的线速度大小相等，乙的半径小
B．它们的周期相等，甲的半径大
C．它们的角速度相等，乙的线速度小
D．它们的线速度大小相等，在相同时间内甲与圆心的连线扫过的角度比乙的大
[bookmark: _Hlk51791953]【参考答案】A．乙；B．甲；C．甲；D．甲
提示：甲、乙线速度相等时，利用 an = ，半径小的向心加速度大。甲、乙周期相等时，利用 an = r，半径大的向心加速度大。甲、乙角速度相等时，利用 an = vω，线速度大的向心加速度大。甲、乙线速度相等时，利用 an = vω，角速度大的向心加速度大。由于在相等时间内甲与圆心的连线扫过的角度比乙大，所以甲的角速度大，甲的向心加速度大。


2．月球绕地球公转的轨道接近圆，半径为3.84×105 km，公转周期是27.3 d。月球绕地球公转的向心加速度是多大？
【参考答案】2.7×10−3 m/s2
提示：月球公转周期 T = 27.3×24×3600 s = 2.36×106 s，月球公转的向心加速度 an = r = （）2×3.84×108 m/s2 = 2.7×10−3 m/s2。
以月球公转为背景，练习用 an = r 求解月球的向心加速度，计算量较大，为下一章的学习埋下伏笔，培养学生对太空探索的兴趣。

3．一部机器与电动机通过皮带连接，机器皮带轮的半径是电动机皮带轮半径的 3 倍（图 6.3–5），皮带与两轮之间不发生滑动。已知机器皮带轮边缘上一点的向心加速度为 0.10 m/s2。
图 6.3–5
A
机器皮带轮
电动机皮带轮

（1）电动机皮带轮与机器皮带轮的转速之比 n1∶n2 是多少？
（2）机器皮带轮上A点到转轴的距离为轮半径的一半，A 点的向心加速度是多少？
（3）电动机皮带轮边缘上某点的向心加速度是多少？
【参考答案】（1）3∶1；（2）0.05 m/s2；（3）0.3 m/s2
提示：（1）由于皮带与两轮之间不发生滑动，所以两轮边缘上各点的线速度大小相等。
设电动机皮带轮与机器皮带轮边缘上质点的线速度大小分别为 v1、v2，角速度大小分别为 ω1、ω2，边缘上质点运动的半径分别为 r1、r2，则 v1 = v2，v1 = ω1r1，v2 = ω2r2，又 ω = 2πn，所以 n1∶n2 = ω1∶ω2 = r1∶r2 = 3∶1。
（2）A 点的向心加速度 anA = ω22×= 0.10×m/s2 = 0.05 m/s2。
（3）电动机皮带轮边绦上质点的向心加速度 an = = × = 0.1×3 m/s2 = 0.3 m/s2。
皮带传动是教学中的一个难点，教学中要注意引导学生根据题设条件挖掘隐含条件，如同轴转动的角速度大小相等，同一皮带上各处的线速度大小相等。

4．A、B 两艘快艇在湖面上做匀速圆周运动，在相同的时间内，它们通过的路程之比是 4∶3，运动方向改变的角度之比是 3∶2，它们的向心加速度之比是多少？
【参考答案】2∶1
提示：A、B 两个快艇做匀速圆周运动，由于在相等时间内它们通过的路程之比是 4∶3，所以它们的线速度之比为 4∶3。由于它们在相等时间内运动方向改变的角度之比是 3∶2，所以它们的角速度之比为 3∶2。由于向心加速度 an = vω，所以它们的向心加速度之比为 2∶1。
以快艇在湖面上做匀速圆周运动为背景，练习用以 an = vω 求向心加速度，加深对线速度、角速度物理意义的理解。


第 3 节  向心加速度  教学建议
1．教学目标
（1）知道匀速圆周运动中向心加速度大小的表达式，理解向心加速度与半径的关系，并会用来进行简单的计算。
（2）了解分析匀速圆周运动速度变化量时用到的极限思想。
（3）能根据问题情景选择合适的向心加速度的表达式。
2．教材分析与教学建议
向心加速度是描述匀速圆周运动的又一重要概念，教材在“问题”栏目中，从运动和力的关系出发，确定做圆周运动的物体具有加速度。本节是前一节“向心力”的拓展，同时又是学好后一节“生活中的圆周运动”的前提，具有承上启下的作用。
本节的重点是向心加速度的方向和大小。教材从动力学角度出发，根据“从力推知加速度”的思路，在前一节确定的向心力方向和大小的基础上，得出向心加速度的方向和大小。这种叙述的好处是降低了教学的难度，使学生可以较容易地掌握向心加速度的概念。
教材在“拓展学习”栏目中根据加速度定义式推导向心加速度的方向和大小，在推理过程中渗透极限思想。这是为学有余力的学生开的“窗口”，并不是所有学生需要达到的要求。这种编写思路不仅体现了学习的层次性，也让学生经历多角度认识问题的思维过程，体验多角度分析问题的方法，有利于提升学生科学思维的素养。
（1）匀速圆周运动的加速度方向
从动力学的角度得到向心加速度的方向难度并不大。从培养学生科学思维的角度，还可以引导他们从运动学角度分析向心加速度的方向。教材中这部分内容放在“拓展学习”栏目中，对于学有余力的学生，也可以在课堂上进行。
在从运动学角度学习向心加速度的概念时，学生可能会遇到来自三个方面的困难。①已有经验的阻碍作用。受直线运动中加速度概念的影响，学生会认为匀速圆周运动速度大小没有改变，没有加速度。②相关知识经验的不足。学生知道速度是矢量，但对不共线矢量减法运算的知识储备不足，对确定速度变化量的方向感到困难。③不理解近似、极限思想。对小角度时采用的近似、极限处理有很大困难。这就需要教师精心设计问题，并让学生进行充分的讨论。
教学片段
探究匀速圆周运动加速度的方向
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图 6–12
问题 1．图 6–12 甲中的小球与图 6–12 乙中的运动员正在做匀速圆周运动，是否具有加速度？
问题 2．做匀速圆周运动的物体的加速度方向如何确定？你的依据是什么？
问题 3．除了用牛顿第二定律确定向心加速度的方向外，你还有什么方法可确定向心加速度的方向？

（2）匀速圆周运动的加速度大小
教学片段
探究匀速圆周运动的加速度大小
问题 1．图 6–12 甲中的小球正以角速度 ω 做半径为 r 的匀速圆周运动，它的向心加速度大小是多少？
问题 2．计算向心加速度的公式除了 a = ω2r 外，还有其他表达式吗？
问题 3．根据 a = ω2r 与 a = ，请分析向心加速度与半径究竟是成正比，还是成反比？该如何理解这一问题？
问题 4．物体做变速圆周运动时，向心加速度的表达式 a = ω2r 与 a = 是否成立？为什么？
问题 5．我们可以从牛顿第二定律推导出向心加速度大小的表达式，是否还有其他方法？

从牛顿第二定律角度推导向心加速度的表达式是比较容易的。对于基础较好的学生，可以通过问题 5 启发他们，尝试自己推导。
教学片段
运用向心加速度的公式解决实际问题
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图 6–13
问题 1．如图 6–13 甲所示，A、B、C 分别是大齿轮、小齿轮边缘上的点和后轮边缘上的点，当转动脚踏板时，这三点间的加速度大小如何比较？你选择公式的依据是什么？
问题 2．如图 6–13 乙所示，长为 l 的绳子拴有质量为 m 的小球，在同一水平面内做匀速圆周运动，绳与竖直线的夹角为 θ。小球的加速度方向指向哪里？
问题 3．小球受几个力的作用，是什么力提供了向心力？
问题 4．生活经验告诉我们，如果转动得快，绳与竖直线的夹角 θ 就大，你能够给出理论依据吗？

比较 A、B 两点的加速度时，考虑到链条的约束，两点的线速度大小相等，应选择 a = 进行比较，得 aA < aB。比较 B、C 两点的加速度时，考虑到是同轴转动，角速度相同，应选择 a = ω2r 进行比较，得 aB < aC，综合可得 aA < aB < aC。分析圆锥摆时，首先应进行运动和受力分析，建立圆周运动模型。明确圆周是哪个圆？圆心在哪？向心加速度方向如何？在此基础上，再明确什么力产生了向心加速度，最后再列式求解。
教学片段
从运动学视角确定向心加速度的方向
问题 1．如图 6–14 甲所示，物体做直线运动，初速度为 v1，末速度为 v2，如何用矢量图表示速度变化量？
问题 2．如图 6–14 乙所示，物体做曲线运动，初速度为 v1，末速度为 v2，如何用矢量图表示速度变化量？
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图 6–14
问题 3．匀速圆周运动也是曲线运动，如何在图 6–15 甲中，作出质点从 A 点到 B 点速度变化量的矢量图呢？
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图 6–15
问题 4．如果 A、B 两点之间是整数个圆周，则 Δv 等于多少？如果 A、B 两点之间是半个圆周，则 Δv 等于多少，方向如何？如果 A、B 两点之间是四分之一个圆周，则 Δv 等于多少？其方向如何？
问题 5．如何确定图 6–15 乙中物体的加速度方向？

问题 1 主要是帮助学生回忆直线运动中如何表示速度的变化量。问题 2 以平抛运动为例，慢慢渗透矢量平移的思想。问题 3 是迁移问题 2 中所用的方法，将矢量平移运用到圆周运动中速度变化量的求法。问题 4 从几个特殊的位置看速度变化量，降低学生认识的台阶，遵循从特殊到一般的认知规律。问题 5 主要是渗透极限的思想，从运动学的角度解释为什么加速度的方向是指向圆心的。

3．“练习与应用”参考答案与提示
本节共 4 道习题，第 1 题根据向心加速度的不同表达形式，理解向心加速度以及向心加速度公式中各物理量之间的相互关系。第 2 题和第 4 题让学生在熟悉的圆周运动情境中建构模型，进行科学推理。第 3 题研究实际皮带传动模型，练习选择恰当的公式解决简单的问题。

1．A．乙；B．甲；C．甲；D．甲
提示：甲、乙线速度相等时，利用 an = ，半径小的向心加速度大。甲、乙周期相等时，利用 an = r，半径大的向心加速度大。甲、乙角速度相等时，利用 an = vω，线速度大的向心加速度大。甲、乙线速度相等时，利用 an = vω，角速度大的向心加速度大。由于在相等时间内甲与圆心的连线扫过的角度比乙大，所以甲的角速度大，甲的向心加速度大。

2．2.7×10−3 m/s2
提示：月球公转周期 T = 27.3×24×3600 s = 2.36×106 s，月球公转的向心加速度 an = r = （）2×3.84×108 m/s2 = 2.7×10−3 m/s2。
以月球公转为背景，练习用 an = r 求解月球的向心加速度，计算量较大，为下一章的学习埋下伏笔，培养学生对太空探索的兴趣。

3．（1）3∶1；（2）0.05 m/s2；（3）0.3 m/s2
提示：（1）由于皮带与两轮之间不发生滑动，所以两轮边缘上各点的线速度大小相等。
设电动机皮带轮与机器皮带轮边缘上质点的线速度大小分别为 v1、v2，角速度大小分别为 ω1、ω2，边缘上质点运动的半径分别为 r1、r2，则 v1 = v2，v1 = ω1r1，v2 = ω2r2，又 ω = 2πn，所以 n1∶n2 = ω1∶ω2 = r1∶r2 = 3∶1。
（2）A 点的向心加速度 anA = ω22×= 0.10×m/s2 = 0.05 m/s2。
（3）电动机皮带轮边绦上质点的向心加速度 an = = × = 0.1×3 m/s2 = 0.3 m/s2。
皮带传动是教学中的一个难点，教学中要注意引导学生根据题设条件挖掘隐含条件，如同轴转动的角速度大小相等，同一皮带上各处的线速度大小相等。

4．2∶1
提示：A、B 两个快艇做匀速圆周运动，由于在相等时间内它们通过的路程之比是 4∶3，所以它们的线速度之比为 4∶3。由于它们在相等时间内运动方向改变的角度之比是 3∶2，所以它们的角速度之比为 3∶2。由于向心加速度 an = vω，所以它们的向心加速度之比为 2∶1。
以快艇在湖面上做匀速圆周运动为背景，练习用以 an = vω 求向心加速度，加深对线速度、角速度物理意义的理解。
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